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I Rechenarten fiir die Kombinatorik
Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, in der es darum geht, Anzahlen von
Kombinationen und Variationen zu berechnen. Was man unter diesen Begriffen versteht, wird im
nachsten Abschnitt erklart. Hier kdnnen Sie zuerst zwei Rechenarten lernen, die man dabei braucht.
1.1 Die Fakultat
Unter diesem Begriff versteht man ein Produkt von natirlichen Zahlen, das bei einer bestimmten Zahl
beginnt und dann alle kleineren Zahlen bis herunter zur 1 als Faktoren hat.
Das Zeichen 4!  (gelesen 4 Fakultat) bedeutet 41=4.3.2-1
20! (gelesen 20 Fakultat) bedeutet 20!=20-19-18....-2-1
Ich berechne einige Fakultaten: /1! =1 \
21=2.1=2
31=3-2.1=6
41=4.3.2.1=24
Rechenregel: 51=5.4.3-2-1=120
=4
6!=6-5-4-3-2.1=6-120=720
51
kurz: \7!:7-6! =7-720 =5040 J
Entsprechend gilt: 20!'=20-19!
331=33-32-31-30!
Anwendungsbeispiel:  Produkte wie 25-24.23.22.21 nenne ich Teilfakultaten.
Man kann sie natlrlich einem Rechner Ubergeben: 2orzdaasamal 6375600
Doch wenn die Teilfakultaten ,langer werden, dann wird das Eintippen mihsam:
34 33- 32- 31 30° 29+ 28- 27- 26° 25- 24+ 23- 22- 21
121350057687226368000
In diesem Fall gibt es einen Erweiterungstrick, der die Rechnung entscheidend abkurzt:
o
|
i Ich mache 25-24.23.22-21 zu einem Bruch: 25'24'213'22'21 und erweitere diesen mit
|
i 20!'=20-19-18-...-2-1. Dann stehen im Zahler die Faktoren 25 bis 1, also 25! :
|
! .24.23.22.21.20! ! 25t
| 25.24.23.22.21:25 24.23.22-21 20.:25. 501
! 20! 20! 6375600
L
5 oo 5 | | 34!
Oder hier :34-33....-21= 34-33-.-21-201 = el 20!
20! 20! 1.213500577+20
Dargestellt mit meinem Grafikrechner: [ x! | nPr [ nCr [RAND] |

Merke: Teilfakultaten kann man als Bruch zweier Fakultaten berechnen.

Friedrich Buckel
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Fir Teilfakultaten besitzen geeignete Rechner einen speziellen Befehl nPr(n,k).

Die Schreibweise nPr(9,7) berechnet die Teilfakultat an 9 mit 7 Faktoren.

nPr(9,7)=9-8-7-...-3 = 18144 CAS:  [Pre™
%,—/
7 Faktoren 181440
Mein Grafikrechner CASIO fx CG20 macht es &hnlich: [OF7 181440
0

Uber die Meniifolge OPTN — PROB kommt man zu diesem

Bildschirm und gibt dann 9 nPr 7 ein (Tastfolge 9 F2 7).
[_x! | nPr | nCr [RAND] (=

® ® ® ®

Bei Teilfakultiaten treten zwei spezielle Fragen auf:

(1) Wie viele Faktoren enthalt das Produkt 9.8.7-...3 oder 34-33-..-21 usw.?
Eine einfache Uberlegung fiihrt zum Ziel:
Das Produkt 9-8-7 hat 3 Faktoren, die Differenz 9 -7 liefert nur die Zahl 2.
Das Produkt 9-8-7-6-5 hat 5 Faktoren, die Differenz 9 -5 liefert nur die Zahl 4.
Aber die Rechnung 9-5 =5 liefert die richtige Zahl.
Also: Das Produkt 9-8-7-...-3 enthdlt 9-3 =7 Faktoren.
Das Produkt 34-33-...-21 enthalt 34 —-21+1=14 Faktoren.

Regel: Das Produkt n-(n-1)-...-k enthdlt n—k+1 Faktoren. J

Dahinter steckt das Lattenzaunprinzip: ] H_ﬁ_ﬁ ] H_—_—

8 Latten haben 7 Zwischenraume. 1 2 . )

Umkehrung: Zu 7 Zwischenrdumen 1 2 7
gehoren 8 Latten. ] ] [ I I I I

Zwischen den Latten Nr. 2 und 8 sind

8 — 2 = 6 Zwischenrdaume. Dazu gehoren 7 Latten.

(2) Welche Zahl ist der k-te Faktor?

Eine Teilfakultat beginnt mit der Zahl 54. Welche Zahl ist der 12. Faktor?
Eine Teilfakultat beginnt mit der Zahl n. Welche Zahl ist der k-te Faktor?

Merke: Zahlt man von einer Startnummer n aus k Zahlen herunter,
dann lautet die Zahl an der Stelle k

Uberpriifung am Beispiel: 54.53.52.51.-50-49- 48 -....
1.Zahl 2.Zahl 3Zahl 4.Zahl 5.Zahl 6.Zahl 7.Zahl

Die 4. Zahl berechnet man so 54 -4 =51
Die 7. Zahl berechnetmanso 547 [+1] =48

Ergebnis: Fir die Teilfakultat ab n mit k Faktoren gilt daher:
Der k—te Faktor

n-(n-1):(n-2)-..- (n-k+1) = nt =nPr(n,k)

(n—k)!

Dassind k Faktoren

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.2 Der Binomialkoeffizient (E)

1. Die erste Berechnungsvorschrift:

Fir sehr viele Berechnungen bendtigt man einen Term, den man Binomialkoeffizient nennt.

I 5) 5.4 7 7-6-5 10) 10-9-8-7
Beispiele: =, = , = -

2 2! 3 3! 4 4!

Man liest diese Klammern so: ,,5 tUber 2, ,7 Gber 3%, ,10 tUber 4“.

Erkennst du, wie das Ergebnis berechnet wird?

Die untere Zahl gibt an, wie viele Faktoren im Zahler stehen, beginnend ab der oberen Zahl.
Und im Nenner steht die Fakultat der unteren Zahl.

a) Fur die Berechnung von (1;;} muss man also im Zahler die Teilfakultat beginnend ab 16

mit 6 Faktoren aufschreiben. Der 6. Faktor lautetdann n-k+1=|16-6+1/=11.

Also gilt: (mj _16-15-..11

6 6!

33

b) Berechne (12

J . Im Zahler steht dann die Teilfakultat mit 12 Faktoren: 33-32-..-22, denn

der letzte Faktorist n—-k+1=[33-12+1|=22. Dann folgt (%j =

12) 12!

c) Damit kann man die Berechnungsvorschrift durch diese erste Formel darstellen:

(n]z n-(n=1)-...(n-k+1)

k k!

2. Eine Vereinfachungsregel (Ersatzregel):

Ist die untere Zahl groR3er als die Halfte der oberen Zahl, kann man durch kirzen vereinfachen:

10) 10.9-8-7-6-5 10-9-8-7-6<5 10-9-8-7 (10
6 6! 65-4.3.2.1  4-3.2-1 4

7\ 7-6.54.3 7.6-543 7.6 (7
5) 51 5.43.21 21 |2

Man kann die untere Zahl durch die Differenz ,obere Zahl minus untere Zahl“ ersetzen.

3
20)_(20 =20.19.18=20-19-yé —20.57 <1140
17 3 3! £
29) (29) 29.28 ~ 57\ (57
(27)_[2)_ 2014~ (40)—(17) usw.

Regel:

Spezialfall dazu: (47j = (47j _AT 47 Allgemein: (n " 1] - (1'1) "

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3. Nicht definiert ist zunachst (8] denn man kann ja nicht 0 Faktoren anschreiben.

Aber man kann diesem Term per Definition einen Wert zuordnen, der zur Ersatzregel passt:

o) (5= e [0

4. Eine zweite Berechnungsvorschrift

Im Zahler des Berechnungsterms steht eine Teilfakultat (Siehe Seite 3).

Diese kann man durch Erweitern des Bruches zu einer Fakultat machen:

10) 10.9-8.7 10.9.8-7:/6-5-4-3.2.1] 10!
4 4 41.16-5-4-3.21 4! 6!

(12)_ 12.11.10-9.8  12.11.10-9.8.[71] 12!

5 5! 51. 517!
18 18! . n n!
= —_— Allgemein: T ———
(7) 7011 o (kj kI-(n—k)!
Im Zahler steht die Fakultat der oberen Zahl,
im Nenner stehen die Fakultat der unteren Zahl und die Fakultat der Differenz.

Aufgabe: Berechne schriftlich ohne Taschenrechner

A M HE A B R R

Losung:
5.4 5.4 4.
a) (5):—=—=1o (7j=7ﬁ/5=35
2/ 21 2 3 il
5
(8)28-7 65 8765 70 (12):4%-11-‘& 9 1 45— 495
4 4 A.3-2.1 4 4-3.%
9) (9) 98 13)_(13)
7)-3)- e [32)-(7)-e
76\ 22\ (22)_22:21.20 . _
(1J—76 (19J—(3 =321 =11.7-20=1540
7
1
D

per Definition!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.3 Verwendung von geeigneten Rechnern

1.

2,

Der Graphikrechner CASIO fx CG20

Im Meni ,Run® wahlt man die Taste ,OPTN“ und

betatigt dann die Taste F6 (Dreiecksymbol),

Dann erscheint eine Mentizeile mit dem Befehl PROB.

Diese betatigt man mittels F3 und erhalt

4! Eingabe 4F1

BP2 Eingabe 5F22

BC2 Eingabe 5F32

5P2 bedeutet 5-4 (Teilfakultat)

5C2 bedeutet ESJ _54

2

2!

Tastatur

=10 (Binomialkoeffizient)

Mathl |[ine | = | ym | = > Line | int <\| nPr HCL
Math? || mm | om [ [ losgl| VT Form Erweit. an | ba | cn | TSIV
Mathd |~ g [t [ - Alles | v Ziffern
: X 171 [logyll)| solve( + 2 n
Tvr'g m00 ftobMs| {= | (3 | O = abExpReg =) Fao |Fao | Lao | La0| TN
ar i
b sin | cos | tan | ° v glﬁ:éxpand( S0 | 50 | A
—T = Coef ——
(€ « [ B [ B [ ans x| . acSeq EXE ]+ [% % s e
Der Screenshot zeigt diese Berechnungen: nPr(8. 4)
nPr(8,4)=8-7-6-5=1680 1680.
8 8.7-6-5 nCr(8, 4)
nCr(8,4)_(4)_T_70 70.
3. Beim CAS-Rechner Tl Nspire
findet man die Symbole fur Fakultat (!), nPrund nCrim Menl ,Wahrscheinlichkeit®.
Unter dem MenUpunkt ,Permutationen® findet man nPr, unter ,Kombinationen* nCr.
Die Anwendung geschieht mit Klammern wie bei CASIO ClassPad.
Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Die vier Problemstellungen der Kombinatorik

Ubersicht

Grundaufgabe: Aus n Optionen sollen k ausgewahlit werden
Dazu gibt es vier Moglichkeiten.

Reihenfolge wichtig Reihenfolge egal
= Variation = Kombination
Mit Zurtcklegen
= mit Wiederholungen 1. Art 4. Art
Ohne Zurlcklegen
= ohne Wiederholungen 2. Art 3. Art

Beispiele dazu: Aus einer Gruppe von 20 Personen sollen 3 ausgewahlt werden.

1. Art:

2. Art:

3. Art:

4. Art:

Drei Aufgaben werden verteilt. Eine Person kann auch mehrere Aufgaben Gbernehmen.
Es sind also Wiederholungen moglich. Aber die Reihenfolge der Auswahl spielt eine Rolle.

Man nennt dies auch eine geordnete Stichprobe mit Wiederholung.
oder eine Variation mit Wiederholung.
Die Berechnung ist sehr einfach:

Ich habe fir jede Aufgabe 20 Mdglichkeiten, das ergibt nach der Produktregel
m =20-20-20 = 20° Mdglichkeiten. Mehr — Seite 10

Wenn jede Person hdchstens eine Aufgabe erhalt, sind keine Wiederholungen mdglich.
Aber die Reihenfolge der Auswahl spielt eine Rolle.

Man nennt dies auch eine geordnete Stichprobe ohne Wiederholung
oder eine Variation ohne Wiederholung.
Die Berechnung geschieht dann so:

Ich habe fir die erste Aufgabe 20 Personen zur Wahl, fiir die nachste noch 19, und
schliellich 18, insgesamt m =20-19-18 = 6840 Mdglichkeiten . Mehr — Seite 11

Wenn es egal ist, in welcher Reihenfolge diese drei Personen ausgewahlt werden,
bilden diese drei sozusagen eine Gruppe.

Wenn es keine Wiederholung gibt, spricht man von einer ungeordnete Stichprobe ohne
Wiederholung oder von einer eine Kombination ohne Wiederholung.

Die Berechnung ist nicht einfach. Es gibt 1140 Moglichkeiten . Mehr — Seite 15
Wenn diese 3 Personen nicht verschieden sein missen und die Reihenfolge der Auswahl

egal ist, spricht man von einer ungeordnete Stichprobe mit Wiederholung oder von einer
Kombination mit Wiederholung.

Die Berechnung ist nicht einfach. Es gibt m = 816 Mdglichkeiten. Mehr — Seite 18

Bei diesen Berechnungen bendtigt man folgende Produktregel der Kombinatorik:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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dann hat das Experiment

m,-m,-...-m,

Produktregel der Kombinatorik

Wird ein Experiment in k Stufen durchgefihrt,
und sind die Anzahlen der moglichen Ergebnisse
in diesen Stufen my, my, ...

y M,

mogliche Ergebnisse.

Hat man also bei einer Auswahl fir die erste Stufe 12 Moglichkeiten, bei der 2. Stufe 8 Mdglichkeiten

und bei der dritten Stufe noch 3 Moglichkeiten, dann werden diese Anzahlen multipliziert:

Es gibt m=12-8.3 =288 Mdglichkeiten.

Das kann man in einem Baumdiagramm so darstellen:

2

12 Méglichkeiten|

8 Maglichkeiten

jeweils

jeweils
3 Mdglichkeiten

Der blaue Pfad zeigt an, dass in der ersten Stufe das 3. Objekt ausgewahlt worden ist, in der

zweiten Stufe das 4. und in der letzten Stufe das 3. Element.

Insgesamt konnte man m =12.8-3 = 288 Pfade einzeichnen ©.

Hat man flir die erste Auswahl

Bei k Auswahlen gilt dann:

und fiir die zweite Auswahl unabhangig davon

Dies nennt man das 1. Fundamentalprinzip der Kombinatorik:

m, Moglichkeiten

m, Moglichkeiten,

Dann gibt es unter Beachtung beider Auswahlkriterien Moglichkeiten,

Im=m,-m,-....m,|

Friedrich Buckel
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2.1 Variationen mit Wiederholungen ( 1. Auswahlart)
Geordnete Stichproben mit Wiederholung

Beispiel 1: Ich verlose 3 Buicher unter 20 Personen. Dabei ist es mdglich, dass eine Person
mehrfach ausgewahlt wird. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

Lésung:  Fr jedes Buch stehen alle 20 Personen zur Verfigung.
Fur das 1. Buch 20, fiir das 2. Buch 20 und fiir das 3. Buch 20:
Nach der Produktregel ergibt das m =20-20-20 = 20> Mdglichkeiten.

Beispiel 2: In der Mensa gibt es drei mogliche Nachtische: Schokopudding (S), Obst (O)
und Kuchen (K). Wie viele Maglichkeiten der Ausgabe gibt es fiir 10 Schiler?

Losung: Der 1. Schuler hat 3 Desserts zur Auswahl, ebenso der zweite usw.
Nach der Produktregel ergibt das m=3-3-...-3 = 3" Mdglichkeiten.

10-mal

Beispiel 3: [Wie viele fiinfstellige natiirliche Zahlen gibt es? ] v[T[H]Z]E]

Fir die inerziffer gibt es 10 Ziffern (0 bis 9), fur die ehnerziffer, underterziffer
und usenderziffer ebenso, aber fur die orderste (hier die Zehntausender-) Ziffer
nur 9; denn die Null fallt hier weg, sonst ware die Zahl nur vierstellig.

Es gibt also m=9-10-10-10-10 = 90.000 vierstellige Zahlen.

Beispiel 4: [Wie viele vierstellige Zahlen haben gerade Ziffern und sind gréRer als 50007 1

Fir die Menge aller vierstelligen Zahlen mit nur geraden Ziffern stehen nur
0, 2, 4, 6 und 8 zur Verfligung, also hat man hier diese Méglichkeiten:

|2 Méglichkeiten| |5 Méglichkeiten|

Da die Zahlen groéRer als 5000 sein sollen, kommen als Tausenderziffer nur 6 und 8
in Frage.

Das ergibt zusammen m=2-5-5.-5=250 Zahlen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.2 Auswahlart 2: Variationen ohne Wiederholungen
Geordnete Stichproben ohne Wiederholung
Auswahl ohne Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge
1. Fall: Alle auswahlen: Das Ergebnis heit eine Permutation.

Beispiel 5: Ergebnislisten erstellen

12 Kinder laufen die 100 m — Strecke in unterschiedlichen Zeiten. Ihre Namen sollen in
einer Liste aufgeschrieben werden, der schnellste Schuler steht oben, der langsamste
unten. Wie viele Listen sind moglich?

Loésung: Der oberste Name ist festgelegt: der Sieger, der letzte auch. Fur die restlichen zehn
Platze gibt es zehn Namen, die beliebig verteilt werden kénnen:
fur den 2. Platz noch 10
fur den 3. Platz noch 9

fur den vorletzten noch 1
der letzte ist von Anfang an festgelegt.

Die Anzahl aller Méglichkeiten betragt demnach m =10-9-...-3-2-1=3.628.800

Man kirzt solche Produkte, die bis zum Faktor 1 gehen, mit einem Ausrufezeichen ab:
10.9-8-..-3-2-1=[10]]  und liest dies ,10 Fakultat. (Siehe Seite 3)

Merke: n verschiedene Elemente lassen sich auf n! Arten anordnen.
Verschiedene Anordnungen aller Objekte nennt man Permutationen.
Zu 10 verschiedenen Objekte gibt es also 10! Permutationen.

Beispiel 6:( Ich habe 8 verschiedene Biicher in meinem Regal stehen.
Auf wie viele Arten kann ich sie anordnen?

Losung: Ich kann sie auf 8! = 40320 Arten anordnen. Es gibt also 8! Permutationen.

Beispiel 7: Platzverteilung im Kino

7 Personen kommen ins Kino und finden in Reihe 12 nur noch genau 7 freie Platze vor.
Auf wie viele Arten kdnnen sie sich hinsetzen?

Losung 7 Platze kann man auf 7! = 5040 Arten belegen.

Beispiel 8:

[ Schreibe alle Permutationen von ABCD auf. J Auch das sollte man kdnnen!

Lésung: Es gibt 4! = 24 Permutationen:

ABCD, ABDC, BACD, BADC. CABD, CADB, DABC, DACB
ACBD, ACDB, BCAD, BCDA, CBAD, CBDA, DBAC, DBCA
ADBC, ADCD, BDAC, BDCA, CDAB, CDBA, DCAB, DCBA

A zuerst, dann B zuerst, dann C zuerst, dann D zuerst, dann
BCD permutieren. ACD permutieren. ABD permutieren ABC permutieren.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Fall: k aus n auswahlen: Teilpermutationen, k-Permutationen

In den Beispielen 5 bis 8 wurden alle vorhandenen Objekte der Reihe nach ausgewahlt. Dafiir gab es
den Namen Permutation. Viel haufiger kommt es vor, dass man nicht alle auswahlt, sondern nur eine
Teilmenge. Weiterhin soll die Ziehungsreihenfolge von Bedeutung sein.

Wahlt man k Objekte aus n der Reihe nach aus (wobei sich dann keines wiederholt), und ist die
Reihenfolge wichtig, dann erhalt man eine Teilpermutation oder k-Permutation.

Beispiel 9: Kinobesuch

7 Personen kommen ins Kino und finden in einer Reihe genau 9 freie Platze vor.
Auf wie viele Arten kdnnen sie sich hinsetzen?

Lésung:  Wir beobachten was dabei passiert:
Person 1 wahlt sich seinen Platz aus, sie hat dazu 9 Mdglichkeiten.
Person 2 stehen dann noch 8 Platze zur Verfligung.
Person 3 wahlt aus 7 Platzen aus.

Person 7 kann dann noch aus 3 Platzen auswahlen.

Das ergibt: m=9-8-7-...-3=181440 Sitz-Moglichkeiten. (Teilpermutationen)
Das Produkt 9-8-7-...-3 kann man trickreich berechnen (siehe Abschnitt 1):

|
m=9-8~7-...-3=%=181440 9P7

D

181440

Mit einem Graphik-Rechner geht das z. B. so:

Mit einem CAS-Rechner so:  [pPr(9,7)

181440 | EEERRNIED
(D] ® @&
Beispiel 10:  Sitzordnung

Ein Klassenzimmer ist mit 12 Banken bestuhlt. Diese stehen in Dreierreihen (in jeder
Reihe stehen 4 Banke hintereinander). Die Klasse ist nun mit 24 Kindern voll besetzt.
Wie viele Mdglichkeiten der Sitzordnung gibt es fiir die erste Reihe?

Losung:

In der 1. Reihe sitzen 6 der 24 Kinder. Bei der Auswahl spielt die Reihenfolge (wer sitzt
wo?) eine Rolle, Wiederholungen gibt es keine.

Man kann dies gedanklich so durchspielen:
Fur den 1. Platz hat man 24 Kinder zur Auswahl,

fur den 2. Platz hat man noch 23 Kinder zur Auswahl,

fir den 6. Platz noch |n—k+1=24-6+1=19| Kinder (Siehe Seite 4)

24|
m=24-23-...-19 =1—8|= 96.909.120
: [
Rechner-Screenshots: ’ 96909120
nPriz4, 67
96g09120| [IFEFFRANRAED (T

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 11: Lottoziehung

Bei der Ziehung der Lottozahlen werden 6 Zahlen aus 49 gezogen.
Wie viele Ziehungsergebnisse kann es geben, wenn man die Ziehungsreihenfolge beachtet?

Losung:

Fir die 1. Zahl hat man 49 Zahlen zur Verfligung, fiir die zweite noch 48, usw.

Fir die 6. sind es dann noch [n—k +1=49 -6 + 1= 44| Méglichkeiten.

!
Das ergibtdann m=49-48....-44 = % =10.068.347.520 Ziehungsmdglichkeiten.

Achtung:
Bei Lottospiel werden die Zahlen aber nach der Ziehung der Gréf3e nach geordnet.

Die Ziehungsreihenfolge spielt also fir den Lottogewinn keine Rolle.

Da man die 6 Gewinnzahlen auf 6! = 720 verschiedene Reihenfolgen ziehen kann, sind immer

720 verschiedene Ziehungsreihenfolgen dieselbe Gewinnzahlenmenge.

Wenn man wissen will, auf wie viele Arten man ein Lottofeld ausfiillen kann (6 Zahlen aus
49 ankreuzen, wobei die Reihenfolge des Ankreuzens keine Rolle spielt), muss man also
die Anzahl der Ziehungsmaoglichkeiten durch 720 dividieren.

Das ergibt 13.983.816 Moglichkeiten.

nPr(49,6) 10068347520
Diese Berechnung (Auswahl ohne Beachtung der Reihenfolge) 10068347520 13983816
folgt im nachsten Abschnitt. Rechts schon einmal die Berechnung 720
mit dem CAS-Rechner Tl Nspire und einer Funktion nCr. nCr[49,6] 13983816

Allgemeine Formel fiir die Variation ohne Wiederholung:
(Teilpermutation oder k-Permutation)

a) Man kann k Elemente aus n unter Beachtung der Reihenfolge und ohne

k—ter Faktor
—
Wiederholung auf m=n-(n-1)-...- (n—k+1) Arten auswahlen.

k Faktoren

b) Diese ,Teilfakultat* kann man auch als Bruch berechnen:

Man denkt sich dieses Produkt als Bruch mit dem Nenner 1 geschrieben und

erweitert ihn mit (n—k)!, dann entsteht diese Formel: m =

c) Geeignete Rechner verwenden zur Berechnung den Befehl nPr(n,k)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Sonderfall: Permutationen mit gleichen Objekten

Beispiel 12: z. B. Biicher aufstellen

a) [Auf wie viele Arten kann man 8 Bucher anordnen. wenn darunter 2 gleiche sind? ]

Trick: Man gibt den beiden gleichen Blchern zunachst die Nummern 1 und 2. Dann hat man 8
unterscheidbare Bucher mit 8! = 40320 Anordnungsmdglichkeiten. Nimmt man anschliefiend
die Nummern wieder ab, kann man in jedem dieser Falle die beiden gleichen Blicher
vertauschen, ohne dass es auffallt. Also muss man die Anzahl durch 2 dividieren:

m= % = 20160 Méglichkeiten.

b) [Nun stellen wir 8 Blicher auf, unter denen sich 3 gleiche befinden: ]

Wir versehen die gleichen zunachst wieder mit den Nummern 1, 2 und 3, so dass alle 8 Biicher
unterscheidbar sind. Sie lassen sich dann auf 8! = 40320 Arten anordnen. Die drei gleichen
kann man in jeder Anordnung auf 3!=3-2.1=6 Arten vertauschen, ohne dass es auffallt.
Also sind immer 6 Anordnungen optisch identisch, weil sie sich nur durch eine Vertauschung
der gleichen Blicher unterscheiden. Daher bleibt von unseren 40320 nur ein Sechstel Uibrig:

m= % — 6720 Maglichkeiten.

c) Unter 7 Buchern befinden sich drei Blicher A, zweimal das Buch B, und die verschiedenen
Bicher C und D. Auf wie viele Arten kann man dann diese 7 Blicher anordnen?
7!
Losung: m=——-=420
312!

d) Im Buchladen stehen 3 Blicher ,Harry Potter Band 3%, 2 von ,Harry Potter Band 4“ und 4 von
~Harry Potter 5 in einem Regal. Auf wie viele Arten lassen sich diese anordnen?

Loésung:
Insgesamt sind das 9 Biicher, die sich (unterscheidbar gemacht) auf 9! Arten anordnen lassen.
Da aber 3 Bande ,HP3" identisch sind, stellen deren 3! = 6 Permutationen dieselbe Anordnung
dar. Da weiter 2 Bande ,HP4*“ gleich sind, ist davon die Halfte identisch. Und die 4 ,HP5"-
Bicher lassen sich auf 4! = 4.3-2.1=24 Arten vertauschen, ohne dass das auffallt.
Daher gibt es
of 9.8.7-8.54.3.%1

m= = =1260 Moglichkeiten.
31214 £-R-24 J

e) Im Regal des Lehrmittelraumes der Schule stehen 24 Ubrig gebliebene Blicher der
Jahrgangsstufe 10. Darunter sind 3 gleiche Physikbuicher, 5 gleiche Deutschbiicher, 4 gleiche
Englischblcher, 6 gleiche Mathebtcher und 6 gleiche Formelsammlungen.

Auf wie viele Arten kann man sie nebeneinander ins Regal aufstellen?

24!
m=s————+
31.51.41.61. 6!

Lésung: =6,9262-10"

f) [Wie viele ,Worter* lassen sich durch Permutation aus dem Wort ,Essenmasse” bilden? ]

10!
Loésung: Die Antwort lautet m = —— = 25200
3141
Ein solches ,Wort ware z.B. ,Ssssmneaee“ .... ©

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.3 Auswahlart 3: Kombinationen ohne Wiederholung
Ungeordnete Stichproben ohne Wiederholung
Ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge

Beispiel 13: Platzauswahl

Wir gehen zu viert ins Kino. Die junge Dame an der Kasse stellt fest, dass in der Reihe 12 noch 7
Platze frei sind. Ich nenne sie A, B, C, D, E, F, G. Ich begutachte ihre Anordnung auf einem Sitzplan

LI [AlB]L] el bl EILLIFI6] L]

und wahle aus: Platz D, Platz E, dann Platz G und schlief3lich Platz F.

Klaus meint, er hatte dies anders gemacht und wahlt: Platz E, dann Platz F, dann D und Platz G.
Ich schaue ihn verwundert an: Das sind doch dieselben Platze!

Bei einer reinen Platzauswahl spielt die Reihenfolge der Ziehung keine Rolle.

Das ist anders, wenn man sich auf die Platze setzt, denn dann spielt die Reihenfolge eine Rolle.
Man kann sich bekanntlich auf 4! Arten auf diese 4 Platze setzen. Also: Beim Hinsetzen spielt die
Reihgenfolge eine Rolle, beim reinen Auswahlen der Platze (ohne Festlegung wer wo sitzen soll), ist
die Reihenfolge der Auswahl unwichtig.

Zur Berechnung der Anzahl der Auswahlmaoglichkeiten kann man so vorgehen:

Fir den ersten Platz hat man noch 7 Méglichkeiten, fir den zweiten noch 6, dann 5 und 4.
Das fihrtzu m=7-6-5-4=840....

Doch HALT! Man sollte wissen, dass bei dieser Berechnungsart unterschiedliche Ziehungs-
Reihenfolgen eine Rolle spielen. Damit waren meine Platzauswahl und die von Klaus (dieselben
Platze in anderer Reihenfolge) unterschiedliche Ergebnisse.

Also gibt es weniger Auswahloptionen: Unsere Platzgruppe (die vier ausgewahlten Platze) kann man
auf 4! = 24 Arten erhalten, in unterschiedlicher Reihenfolge. Also stellen immer 24 Permutationen

dieselbe Platzgruppe dar. Man muss also diese 840 noch durch 24 dividieren und erhélt:% =35.

Es gibt also 35 verschiedene Platzgruppen aus 4 Platzen in dieser Reihe mit ihren 7 freien Platzen.

Nun systematisiere ich die Berechnung:

Man beginnt wie oben gezeigt, dividiert dann aber gleich durch 4! (wodurch man die
verschiedenen Ziehungsreihenfolgen zusammenfasst):

o 7-6.5-4] 7854 _ 35

4 | A2

Fiir diese Berechnungsmethode wurde ein Symbol eingefiihrt: Gj gelesen ,7 Uber 4*.

Es wird so berechnet, wie zuvor dargestellt: (D = 764_'54 und heif3t Binomialkoeffizient.

Also: Im Zahler beginnt man mit der oberen Zahl 7 und schreibt so viele Faktoren an, wie die untere

Zahl angibt. Dann dividiert man noch durch die Fakultat der unteren Zahl.
Im Abschnitt 1.2 wird das ausfiihrlich erklart.

Merke: Fur die Berechnung der Mdglichkeiten, k Objekte aus n auszuwahlen,

wobei kein Objekt wiederholt wird und die Auswahlreihenfolge keine Rolle spielt,
verwendet man den Binomialkoeffizienten:

(n=1)-...-(n—-k +1
m:(nj: n-(n=1)-....(n-k+1) _ n! - nCr(nk)
k k! kl-(n-k)!  ——
Rechnerbefehl

Die zweite Berechnungsmaoglichkeit (mit den drei Fakultaten) wird in 1.3 erklart.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 14

a). Platzauswahl: [ Auf wie viele Arten kann man 3 Platze aus 10 auswéhlen?]

m:(1§j: 10-35!)-8 . 10-\;&.32.(3“ 120

b) Lottofeld ausfiillen: [ Auf wie viele Arten kann man 6 aus 49 Zahlen ankreuzen? ]

49C6
491 13983816 m = 49) 49.48-..-44 49! CAS: [PCrC19.6)
431%61 e )" 6! }6!~43! : 13983816
13983816
O Hier ist mit 43! erweitert worden.
BRI (B Also liegt auch hier eine Auswahl von 6 aus 49 Platzen vor.

c). | Man zieht aus einem Gefaf3, in dem sich 4 rote und 6 schwarze Kugeln befinden,
achtmal eine Kugel, notiert ihre Farbe und legt sie wieder zurlck.
Auf wie viele Arten kann man dabei 5 rote ziehen?

Diese anfanglich vielleicht schwer zu verstehende Aufgabe versteht man schnell, wenn man
sich folgendes Bild macht: Man notiert die gezogenen Farben, etwa in diesem Beispiel:

Damit erkennt man, dass es genau der Platzauswahl entspricht: 5 Platze aus 8 Platzen sind
8] 8.7-68.54
5) 54324
Man konnte stattdessen auch drei Platze fur ,schwarz® auswahlen.
8) 876
321

von ,rot“ belegt. Das geht auf m = ( =56 Arten.

=56 Arten @

Das gehtauf m= (3

Beispiel 15

Aus 32 Kindern sollen 28 ausgewahlt werden.
a) Auf wie viele Arten geht das, wenn man sie in einer Reihe aufstellen will?
b) Auf wie viele Arten geht das, wenn man sie als Gruppe vortreten lasst?

Losung:

a) Spielt die Reihenfolge der Auswahl eine Rolle, z. B. weil man sie der Reihe nach
antreten lasst, dann geht das auf so viele Arten:

32!
m=232.31...-(32-28 +1) = —— =1,0964-10>" |=nPr(32,28)
5 4
b) Spielt die Reihenfolge der Auswahl keine Rolle, kommt es also nur darauf an, wer
in der ausgewahlten Gruppe ist, dann erhalt man so viele Méglichkeiten:

32-31-...-5 32!
m =

= =35960 |=nCr(32,28) nPro32, 280
! 1281 1. 963745734
28 4128t MCre32,28)
CAS: 3596@
32P28
Hier das Display des Grafikrechners CASIO fx CG20: 32028 1.096378487e+34
Das zugehdrige Menii findet man iiber OTPN — PROB O 35960
@ ® ®
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Beispiel 16

Verschiedene Auswahlmaoglichkeiten

Zwanzig Schiler haben sich fiir das Teamprojekt ,Angewandte Biologie® eingetragen. Da kein Kurs
mehr als 12 Schiller aufweisen soll, wird ein zweiter Kurs eingerichtet. Projekt 1 (unter Leitung von
Frau Richter) soll 12 Schiiler umfassen, wahrend Herr Seidelmann, der Betreuer des 2. Projektkurses,

die restlichen bekommen soll. Auf wie viele Arten kann man diese Einteilung vornehmen?

Es gibt zwei Losungen fir diese Aufgabe:

Frau Richter kann ihre Schiler auswahlen, dann erhélt Herr Seidelmann den Rest oder umgekehrt.

1. Lésung: Bei Auswahl der 12 Schiler durch Frau Richter gibt es so viele Mdglichkeiten:
20
m, =
2
2. Losung: Herr Seidelmann wahlt sich 8 Schiler fiur Kurs 2 aus mit so vielen Mdglichkeiten:

[3)

20-19-18-...-(20-12+1) 20-19-18-...9 20!
12! 12! 4 1218

Hier ist mit 8 ! erweitert worden.

=125970

20-19-..-(20-8+1) 20-19-...13 20!
8! 8! 4 812!

Hier ist mit 12! erweitert worden.

=125970

WICHTIG:

Das Ergebnis ist fir den Laien zunéchst verbliffend.

Beide Wege liefern dasselbe Ergebnis.

Hier wird die Menge der Schiiler in zwei Gruppen eingeteilt.

Man erhalt dasselbe Ergebnis, wenn man zuerst die Teilmenge R
auswahlt oder zuerst die Teilmenge S:

2
Wird zuerst die Gruppe R (12 aus 20) ausgewahlt, gibt es: m, = (1(2)) =125970 Mdglichkeiten

die Gruppe S erhalt die restlichen Schiller.

(22) =125970 Mdoglichkeiten

Wird zuerst die Gruppe S (8 aus 20) ausgewahlt, gibtes m, =
die Gruppe R erhalt die restlichen Schiiler.
o w_( n I
Allgemeine Regel: (kJ = [n _ kj
enialar 30) (30)_ 30-29 B
Beispiele: (ZBJ_( Zj— =15-29=435
19) (19) 19
)= (7)- e
Also ist auch N 1="=n
n-1 1

Siehe Abschnitt 1.2

Friedrich Buckel
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2.4 Auswahlart 4: Kombinationen mit Wiederholung
Ungeordnete Stichproben mit Wiederholung
Mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge

Beispiel 17 Getrankeauswahl

Der Eintritt in eine Disco beinhaltet drei Getranke, die man sich selbst zusammenstellen kann.
Zur Auswahl stehen: Apfelschorle, Cola, Kiba und Wasser.

Wie viele Moglichkeiten der Zusammenstellung gibt es.

Schreibe die unterschiedlichen Méglichkeiten auf und berechne ihre Anzahl.

Losung:

Information:
k+n-— 1)

Die Formel fir Kombinationen ohne Wiederholung lautet: m :( K

Wahlt man also 3 Objekte aus 4 Objekten aus, wobei Wiederholungen mdglich sind und
die Reihenfolge der Auswahl keine Rolle spielt, denn geht das auf

mo[3+4-1)_(6)_654_ 854 0 .
3 3 31 £

Die Auflistung der Auswahlgetrénke erfordert eine gewisse Systematik.

Zur Verfligung steht die Grundmenge G = {A,C,K,W}

Ich wahle zuerst die Tripel aus, die mit A beginnen, dann die mit B usw. Das ergibt:

[(ATATA);(ATAIC);(ATATK)(ATA|W)
(AlIC|C)(A|C|IK);(A|C|W)
(AIKIK);(ATK|W)
(AW | W)
(clcicy(cicik)(ciciw) |
(CIK|K);(CIKIW)
(Clw|w)
(KIK|K); (K|K|W)
(KIw|w)
(W|W|W)|

Beispiel 18 Abiball organisieren

Aus 80 Schilern werden fir die Organisation des Abiballs 8 ausgewahlt. (Dabei spielt die
Reihenfolge der Auswahl keine Rolle, und ein Schiiler kann auch 2 oder 3 Amter (ibernehmen,
oder, wenn alle anderen zu faul sind, gar alle. Wiederholungen sind also mdglich.)

Wie viele Auswahlen sind moglich?

Losung:

m= (n +: ) 1) = (80 " 2 B 1) = (887 j = 58.433.559.570 [ncifs7.8) 58433559570

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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k+n-1

Beweis der Formel m =( "

) an Hand des Beispiels 17:

Zur Auswahl stehen: Apfelschorle, Cola, KiBa und Wasser. Davon durfen drei beliebig ausgewahlt
werden, also mit Wiederholung. Gegeben sind also n = 4 Objekte, von denen k = 3 gewahlt werden.

Eine gute Ubersicht gelingt mit dieser Tabelle:

Man legt eine Tabelle mit n=4 Spalten an und tragt in jede Zeile drei Kreuze flur die
gewabhlten Getranke ein. Die Auflistung auf Seite 18 zeigt, dass man 20 Zeilen
braucht.

Apfelsaft (A) Cola (C) KiBa K)( Wasser (W)
XXX
XX X
XX X
XX X
X XX
X X X
X X X
X XX
X X X
X XX
XXX
XX X
XX X
X XX
X X X
X XX
XXX
XX X
X XX
XXX

Nun arbeitet man mit folgendem Trick: Um die Lage der Kreuze in den Feldern zu charakterisieren,
verwendet man die Lage der Kreuze und der drei blauen Trennstriche. Das gibt dann

3 Kreuze und 3 Trennstriche auf 6 Platzen, von denen wir 3 fiir die Kreuze bendtigen.

Die erste Zeile gibt das Objekt XXXIII, die zweite Zeile XXIXII, die 12. Zeile IXXIXI.

Wir suchen also die Anzahl der Platze fir 3 Kreuze auf 6 Platzen:

m:(4+3—1]:(6j: 654 _ f54 .

3 )78) T T g
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Verallgemeinerung:

Zur Auswahl sind n Objekte vorgegeben. Damit erzeugt man eine Tabelle mit n Spalten.
Diese enthalt dann n-1 Trennstriche.

Ausgewahlt werden k Objekte mit Wiederholung.

Ausgewahlte Objekte und Trennstriche lassen sich pro Moglichkeit auf k+(n-1) Platze

verteilen. Aus diesen sind k auszuwahlen.

k+n-1

Diesgelingtauf( K

j Arten, was zu beweisen war.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2.5 Ubersicht iiber alle 4 Auswahlarten:
Aus n Objekten sollen k ausgewahlt werden
G={a;;a,;...;a,}
Variationen: Kombinationen
1. Art 4. Art
Auswahl Auswahl
unter Beachtung der Reihenfolge ohne Beachtung der Reihenfolge
mit Wiederholungen mit Wiederholungen
Ggord_nete Stichprobe m =n“ Ungeordnete Stichprobe m= k+n-1
mit Wiederholung n - Tupel mit Wiederholung k
k - Kombination
3. Art
Auswahl Auswahl

unter Beachtung der Reihenfolge

ohne Wiederholungen

Geordnete Stichprobe
ohne Wiederholung

m=n-(n-1-....(n-k+1) =

n!

k Faktoren
k - Permutationen

(n-k)! w

Rechner

ohne Beachtung der Reihenfolge

ohne Wiederholungen

Ungeordnete Stichprobe
ohne Wiederholung

m=(y] =ncruig

k
Rechner

Platzauswahl

Friedrich Buckel
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(1)

()

Wiederholungsaufgabe fur alle 4 Probleme:

Gegeben ist die Grundmenge G = {1 12:3; 4} . Daraus sind zwei Zahlen auszuwahlen und zwar
a) als geordnete Stichprobe ohne Wiederholung.
b) als geordnete Stichprobe mit Wiederholung.
c) als ungeordnete Stichprobe ohne Wiederholung.
d) als ungeordnete Stichprobe mit Wiederholung.
Notiere die Ergebnismenge (alle Ziehungsmaglichkeiten).

Berechne dazu mit der passenden Formel die Anzahl der Méglichkeiten.

Gegeben ist die Grundmenge G = {a ;b;c;d; e} . Daraus sind vier Buchstaben auszuwahlen
und zwar.

a) als geordnete Stichprobe ohne Wiederholung.

b) als geordnete Stichprobe mit Wiederholung.

c) als ungeordnete Stichprobe ohne Wiederholung.

d) als ungeordnete Stichprobe mit Wiederholung.

Berechne mit der passenden Formel die Anzahl der Méglichkeiten.

Die Losungen stehen auf der letzten Seite des Textes.
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3 Anwendung der Kombinatorik
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beim Urnenexperiment.

Grundaufgabe 1:  Ziehen mit Zuriicklegen

In einer Urne liegen 6 gelbe und 4 blaue Kugein.

Wir entnehmen 7-mal eine Kugel, notieren die Farbe und legen sie wieder zurtck.

Uns interessiert das Ereignis A: Es werden genau 4 gelbe Kugeln gezogen.

a) Wie viele verschiedene Ergebnisse kann A haben?

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten dieses Ereignisses A.

Losung

a) Man kann jedes Ziehungsergebnis als Pfad notieren: Etwa dieses:

O0—O0—0C0—0—00—0——=0

Die unterschiedlichen Ziehungsergebnisse unterscheiden sich nur durch unterschiedliche

Reihenfolgen, denn bei jedem zum Ereignis A gehérenden Ergebnis enthalt der zugehérende
Pfad 4-mal gelb und 3-mal blau. Zur Berechnung der Anzahl der Pfade (Ziehungsergebnisse)
fragt man: Auf wie viele Arten kann man 4 Platze auf dem 7er-Pfad fur gelb auswahlen?

Die Antwort (Platzauswahl) lautet:

=35.

([T re

Ergebnis: Es gibt also 35 Mdglichkeiten, 4 gelbe Kugeln bei 7 Ziehungen zu erhalten,
A besitzt also 35 Ergebnisse.

b) Berechnung der Wahrscheinlichkeit

(1)  Da wir jede Kugel wieder zuriicklegen, ist bei jedem Zug die Wahrscheinlichkeit fur gelb
und blau unverandert: p ., =75 =0,6 und p,,, =75 ="04.

(2) Die Wahrscheinlichkeit eines Pfad berechnet man durch Multiplikation (1. Pfadregel):

0,4 o 0,6 @ 0,6 @ 0,4 o 0,6 @ 0,4 o 0,6 @

Ppfag = 0,64 ~0,43, denn es wurden 4 gelbe und 3 blaue Kugeln gezogen.

(3)  Alle Pfade haben dieselbe Wahrscheinlichkeit, weil sie gleich viele gelbe und blaue
Kugeln enthalten. Da es 35 solche Pfade gibt, ist die Wahrscheinlichkeit dieses

Ereignisses A:
P(A)= 35 -0,6-0,4° ~0,29

%,_/
Zahl der ;
Pfade WEkt. eines Pfads

Dieses Berechnungsprinzip heit Binomialverteilung.

Formel: P(X=4)= (Zj . Pg4 ,pbs

wenn X die Anzahl der gelben Kugeln ist.
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Grundaufgabe 2: Ziehen mit einem Griff

Bei diesem Ziehungsvorgang handelt es sich um eine Kombination,
denn die Reihenfolge der Ziehung spielt keine Rolle.

Wir denken uns die Kugeln nummeriert, do dass sie unterscheidbar sind.
Die Urne enthalt 6 gelbe und 4 blaue Kugeln.

Wir ziehen wie zuvor 7 Kugeln aus der Urne und wollen wissen:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht man dabei 4 gelbe (Ereignis B)?

g _ glnstige Félle

Loésung: Man verwendet die Formel: m=—
m moghche Falle

Im Nenner steht also die Anzahl aller Mdglichkeiten, die man hat, wenn man 7 Kugeln

aus den vorhandenen 10 Kugeln zieht: m = (13)

Im Zahler steht Anzahl der fir das Ereignis B glinstigen Falle (4 gelbe und 3 blaue).
Die 4 gelben zieht man aus 6 und die 3 blauen aus 4 Kugeln. Daraus ergibt sich:

g= (ijgelb '(gluau

6) (4
. ., : 4)\3
Daraus folgt die Wahrscheinlichkeit: P(B)=—-—+—=

(7

Mit der Ersatzregel von Seite 4 vereinfacht man: Grafik-Rechner:
6) (4 6) (4) 6.5 6C4x4C3
' : —4 10C7
(10} (10] 10-9-8  10.-12 2 C 5
! ° 6 | x! [nPr | nCr [ RAND LB

Diese Berechnungsmethode heillt Hypergeometrische Verteilung.

Es sei noch erwdhnt, dass das Ergebnis des Ziehens ohne Zurticklegen mit dem Ergebnis von

Ziehen mit einem Giriff identisch ist, also auch mit der hypergeometrischen Verteilung berechnet

werden kann. Ich zeige dies hier fiir Interessierte:

Die Wahrscheinlichkeit, bei 7 Ziehungen 4 gelbe zu erhalten, wird mit einem Pfad so berechnet:

i 2 6 5 3 4 4 3
wo 9@ 8@ ?o 6@ 50 4@

Die Wahrscheinlichkeit dieses Pfades (und aller anderen mit 4 gelben) ist p = &-- 5. 2. 3.

ol

2.3
574

Es gibt m= (ZJ Pfade (denn auf so viele Arten kann man 4 Platze fir gelb auswahlen).

7) 4.6.5-3-4.2.3 7! 4.6-53-4273 1 4. 4
4) 10.9-8.7-6-5-4 ;/31 10-9-8.7-6-5-4 gl10987654

L B |

T AW (10) = . Das stimmt mit obigem Ergebnis tberein.

7 7)o (%)

Ich habe dies so umgeformt, damit man die Gleichheit der Ergebnisse erkennt.

Also gilt: P(A)= (

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



33011

Kombinatorik ganz einfach 25

Losung der Aufgaben von Seite 19

(1)  Gegeben ist die Grundmenge G ={1;2;3; 4} . Daraus sind zwei Zahlen auszuwahlen und zwar

a)

d)

als geordnete Stichprobe ohne Wiederholung.
. (1|2);(<1|3));(<1|4)>
211); 2|13);(2]4

S= (311):(3]2): (314) m=4.3=12
(411);(412);(413)

als geordnete Stichprobe mit Wiederholung.

(111);(112)5(113)5(114)
(211);(212);(213);(214)
(311):(312);(313);(314)
(411);(412);(413);(414)
als ungeordnete Stichprobe ohne Wiederholung.
[{1:2):{1:3);{1:4}
S {2:3}:{2:4} m:(“j:ﬁ:s
{3;4}

als ungeordnete Stichprobe mit Wiederholung.

(111);(112);(113); (1] 4)
s_ | (212);(213);(214) m:(2+;—1j:(gj:ﬂ:1o

; (
(313):(314)
(414)

S= m=4"=16

(2) Aus der Grundmenge G = {a ;b;c;d; e} sind vier Buchstaben auszuwahlen und zwar:

a)

b)

c)

d)

als geordnete Stichprobe ohne Wiederholung:
m=5-4=20

als geordnete Stichprobe mit Wiederholung:
m=5* =625

als ungeordnete Stichprobe ohne Wiederholung.

5 5
(32
als ungeordnete Stichprobe mit Wiederholung.

m:(4+5—1j:(8)_M:70
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